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В В е д е н и е

Матрица плотности была предложена А.Д. Ландау и независимо от него Дж. фон Нейманом в 1927 году для описания статистических концепций в квантовой механике. В настоящее время метод матриц плотности является одним из основных рабочих методов квантовой статистической механики как равновесных, так и неравновесных состояний. Метод матрицы плотности оказывается очень эффективным при вычислении средних значений и вероятностей для различных физических величин.

До недавних пор использование метода матрицы плотности было ограничено в основном областью статистической физики. В настоящее время развитый формализм все более широко применяется в радиоспектроскопии для теоретического описания спектров ядерного магнитного резонанса (ЯМР) и электронного парамагнитного резонанса (ЭПР). 

Данная книга ставит своей целью ввести читателя в теорию матрицы плотности, причем основное внимание уделяется применению данной теории для описания спектров ЯМР и ЭПР. Она предназначена для владеющих основными концепциями квантовой механики и краткой теорией спектроскопии ЯМР и ЭПР. Желательно также иметь некоторые знания по теории матриц. Книга содержит большое количество примеров применения матрицы плотности для описания спектров различных систем.

Монографию можно разделить на несколько частей. В первой главе приводится краткое изложение аппарата квантовой теории, используемой для описания спектров ЯМР. Здесь приведены примеры построения мультипликативных спиновых функций и дается краткая теория построения матрицы плотности. 

Вторая глава посвящена применению метода матрицы плотности к описанию спектров ЯМР. В первой части этой главы дается теория описания спектров ЯМР в отсутствии химического обмена. Во второй рассматривается как внутри, так и межмолекулярный обмен спинов. В заключении дается краткий обзор наиболее общих способов расчета спектров ЯМР. Это рассмотрение сопровождается приведением примеров описания спектров в часто встречающихся экспериментальных ситуациях.

В третьей главе описан квантовомеханический формализм, используемый при описании спектров ЭПР, приведены примеры моделирования спектров и сопоставления с экспериментальными данными.

Авторы надеются, что нам удалось дать простое изложение сложных вопросов, и читатель, ознакомившись с этой книгой, сможет применить полученные знания при описании спектров ЯМР и ЭПР.

Книга рассчитана на студентов, аспирантов, преподавателей и научных работников, работающих в области изучения строения вещества, химической кинетики и спектроскопии ЯМР и ЭПР.

Глава 1. Используемый аппарат квантовой механики 

1.1. Ядерный спиновый момент

В квантовой механике спином называют собственный момент количества движения частицы, в отличие от орбитального момента, связанного с движением частицы как целого в пространстве. Каждой частице, как элементарной, так и составной, приписывается  наличие такого собственного момента, поэтому при рассмотрении движения произвольной частицы кроме координат необходимо ввести еще одну дискретную переменную - проекцию спина на некоторую ось[1]. Измеряется спиновый момент, как и момент орбитальный в единицах h/2(. 

Квантовомеханический оператор спинового углового момента обозначается через I с компонентами Ix, Iy, Iz. Волновая функция всякой частицы очевидно должна зависеть не менее чем от четырех переменных: трех координат и спиновой переменной. Оператор спина при применении его к волновой функции воздействует только на свою переменную.

Спиновый угловой момент не имеет классического аналога. Для получения соотношений коммутации между компонентами спина необходимо сделать предположение о близкой аналогии между орбитальным и спиновым угловыми моментами, и, следовательно, об одинаковости правил коммутации [1]:

IxIy - IyIx = i Iz    

IyIz - IzIy = i Ix                                                                                   (1.1)
IzIx - IxIz = i Iy    
Оператор квадрата полного момента спина коммутирует с каждым оператором компоненты спина:

I2Iz - IzI2  = 0                                                                                     (1.2)   

Собственные значения оператора проекции спина Iz образуют последовательность чисел, отличающихся на единицу. При этом сами эти значения не обязательно будут целыми. 

Соотношения коммутации (1.1) и (1.2) показывают, что собственные значения операторов I2 и Iz могут быть известны одновременно, и что они имеют общий набор собственных функций. Если (I,m - собственная функция операторов I2  и Iz , то 

I2(I,m = I(I+1) (I,m                                                                              (1.3)

Iz(I,m = m (I,m                                                                                     (1.4)

где I - полный ядерный спин; m - проекция спинового углового момента на ось Z. Всего имеется 2I+1 значений m: I, I-1, I-2, ... , -I+2, -I+1, -I. 

Далее обычно [2] для удобства вводят операторы “повышения” I+ и “понижения” I- с помощью соотношений:

I+  = Ix + i Iy
I-   = Ix  - i Iy                                                                                          (1.5) 

Действие операторов на волновую функцию заключается в увеличении или  уменьшении на единицу проекции спина:



                                                   (1.6) 

Для одиночного спина I = 1/2 полный набор собственных функций операторов I2  и Iz состоит из двух функций, для которых приняты специальные обозначения [2]:

(1/2,1/2 = (((                                                                                            (1.7)

(1/2,-1/2 = (((
где ((( является состоянием со спином вверх (m = 1/2), а ((( - состоянием со спином вниз  (m = -1/2). 

Используя уравнения (1.3) - (1.6) можно получить следующие важные соотношения:

I2 ((( = 3/4 (((                       I2 ((( = 3/4 (((                                    (1.8)

Ix ((( = 1/2 (((                       Ix ((( = 1/2 (((
Iy ((( = i/2 (((                        Iy ((( = -i/2 (((                                    (1.9)

Iz ((( = 1/2 (((                       Iz ((( = -1/2 (((
I+ ((( = 0                                I+ ((( = (((                                         (1.10)

I- ((( =  (((                            I- ((( =  0

Соотношения (1.8) - (1.10) легко получить также с помощью введенного Паули матричного формализма [3].

Матрицами Паули называются двухрядные матрицы вида:



            (1.11)

тогда полный спин, выраженный в единицах h/2(:



                                                                                               (1.12)

где  

                                                             (1.13)

Состояния ((( и ((( записываются в виде матриц-столбцов:

((( =  

;  ((( = 

                                                                        (1.14)

Из (1.11) получаем:

(x((( = (((;   (y((( = i (((;   (z((( = (((;                                             (1.15) 

(x((( = (((;   (y((( = -i (((;   (z((( = -(((;

Аналогично, вводя матрицы:

          (+ = (x + i (y            и         (- = (x - i (y                                              (1.16)

можно получить соотношения:

  (+((( =  0;   (-((( = 2 (((;                                                                 (1.17) 

(+((( = 2 (((;   (-((( = 0;         

Для одиночного спина I = 1 полный набор собственных функций операторов I2  и Iz состоит из трех функций, которые мы в дальнейшем будем обозначать следующим образом:

(1,1  = (((;  (1,0 = (0(; (1,-1 =(-(                                                         (1.18)

где   ((( - является состоянием с m = 1, (0 ( - состоянием с m = 0 и (-( - состоянием с m = -1.

Используя уравнения (1.4) - (1.6) и (1.18) можно записать следующие соотношения: 

I2 (+( = 2 (((;            I2 (0( =  (0(;                       I2 (-( = 2 (-(;              (1.19)

Ix ((( = 

 (0(;        Ix (0( = -

 (((( - (-();     Ix (-( = 

 (0(; 

Iy ((( = 

 (0(;         Iy (0( =  

((-( - ((();      Iy (-( = 

 (0(;        (1.20)

Iz ((( = (((;                Iz (0( =  (0(;                       Iz (-( = (-(;

I+ ((( = 0;                  I+ (0( = 

(((;                  I+ (-( = 

(0(;        (1.21)

I- ((( = 

 (0(;         I- (0( = 

 (-(;                  I- (-( =   0 .

1.2. Мультипликативные спиновые функции

Уравнения (1.8) - (1.17) получены для единственного изолированного ядра со спином 1/2. В случае совокупности n ядер операторы I, I2  и Iz принимают вид [2]:



                             (1.22)



                                            (1.23)
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                                                        (1.24)

Предполагая, что спиновые функции для отдельных ядер являются независимыми, спиновую функцию для n ядер со спинами ((( или ((( можно записать в виде произведения:

( = (((1)((2) ... ((n)(.                                                                   (1.25)

Всего для спинов I = 1/2 имеется 2n мультипликативных функций. Мультипликативные функции вида (1.25) представляют собой собственные функции оператора проекции полного спина Iz (1.22), но не обязательно одновременно они являются собственными функциями оператора квадрата полного спина I2  (1.23). Набор спиновых функций, одновременно являющихся собственными функциями операторов Iz  и I2 можно построить путем линейной комбинации мультипликативных функций вида (1.25):
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Коэффициенты cj в разложении собственной функции оператора определяются путем решения следующей системы однородных линейных уравнений:



                                                                         (1.27)

Как известно, необходимым и достаточным условием нетривиальных решений системы (1.27) является обращение в нуль ее определителя:



                                                                                 (1.28)

Уравнение (1.28) представляет собой многочлен n-й степени и называется вековым уравнением. В общем случае это уравнение имеет n корней, среди которых могут быть одинаковые. Подстановка каждого значения в систему уравнений (1.27) вместе с учетом условия нормировки:
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позволяет найти коэффициенты сj(k), то есть набор волновых функций вида (1.26). 

1.2.1. Пример 1. Система из двух ядер со спином I=1/2.

Таблица 1.1

Мультипликативные спиновые функции для системы из 
 двух ядер со спином I=1/2

	Обозначение
	Функция 
	Проекция полного спина

	(1
	(1(=((((
	1


	(2
	(2(=((((
	0

	(3
	(3(=((((
	0

	(4
	(4(=((((
	-1


Волновые функции (I, m запишем в виде линейной комбинации мультипликативных функций из табл. 1.1: 

(I, m = c1 (((( + c2(((( + c3 (((( + c4 ((((                                          (1.29)

Вычислим матричные элементы Iij2. Поскольку каждый оператор действует только на “свою” волновую функцию j-го ядра, то: 

I2 (((( = (I12 + I22) (((( + I1 I2 ((((                                                    (1.30)

(I12 + I22) (((( = I12  (((( +  I22 (((( = 3/4 (((( + 3/4 (((( = 3/2 ((((; 

I1 I2 (((( = (I1x I2x + I1y I2y + I1z I2z)  (((( = 

=I1x I2x (((( + I1y I2y (((( + I1z I2z ((((  =

 =1/4 (((( - 1/4 (((( + 1/4 ((((  =  1/4 ((((.                                      (1.31)

Подставляя результаты (1.31) в (1.30) получим:

I2 (((( = 2 ((((.                                                                                  (1.32)

Откуда находим матричный элемент:

I211 (((( = (((( I2 (((( =2.                                                                 (1.33)

Переписывая (1.32) в общем виде:

I2 (((( = Iполн. (Iполн. +1) ((((                                                       

вычислим полный спин: Iполн. = 1.

Заметим, что мультипликативная функция (((( является также собственной функцией оператора Iz = Iz1 + Iz2:

 (Iz1 + Iz2) (((( = 1/2  (((( + 1/2  (((( =  ((((
c собственным значением m = 1. Поэтому очевидно, что

(11 =  ((((                                                                                         (1.34)

Используя симметрию задачи, можно сразу написать значение матричного элемента I244:
I244  (((( = (((( I2 (((( = 2                                                                 (1.35)

и еще одну волновую функцию, являющуюся собственной функцией как I2, так и Iz:

(1-1 = ((((                                                                                         (1.36)

Действие оператора I2 на функцию (((( приводит к соотношениям: 

I2 (((( = (I12 + I22) (((( + I1 I2 ((((                                          

(I12 + I22) (((( = I12  (((( +  I22 (((( = 3/4 (((( + 3/4 (((( = 3/2 ((((; 

I1 I2 (((( = I1x I2x  (((( + I1y I2y  (((( + I1z I2z  ((((  =

= (1/2)(1/2) (((( + (i/2)(-i/2) (((( + (1/2)(-1/2) (((( =

 =-1/4 (((( + 1/2 ((((
из которых находим

I2 (((( = (((( + ((((                                                                            (1.37)   

Симметрия системы и в этом случае позволяет сразу написать результат действия I2 на функцию (((( 

I2 (((( = (((( + ((((                                                                           (1.38)   

Вычислим матричные элементы I222, I223, I232, I233:

I222 = (((( I2 (((( = ((((((((( + (((() = 1;                                        (1.39)

I223 = (((( I2 (((( = ((((((((( + (((() = 1;

I232 = (((( I2 (((( = ((((((((( + (((() = 1;

I233 = (((( I2 (((( = ((((((((( + (((() = 1.                                              

Вековой детерминант принимает следующий вид: 
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                                                               (1.40)

Тот факт, что определитель (1.40) распался на два определителя (1(1) и один (2(2), отражает общее свойство векового определителя, согласно которому он содержит ненулевые элементы только между функциями, принадлежащими к одному собственному значению Iz .

Раскрывая определитель, получаем характеристическое уравнение 
(2-()2 ((2-2() =0,  которое, как будет видно в дальнейшем, удобнее записать в следующем виде: 

(2-()(2-()( (2-() = 0                                                                         (1.41)

 Уравнение (1.41) дает четыре корня собственных значений ((1) =((2) =((4) = 2,  ((3) = 0. 
Четырем собственным значениям  ( соответствуют четыре решения системы уравнений (1.27) при условии нормировки 

:

С1(1) = 1; С2(1) = С3(1) = С4(1) = 0;  

С1(2) = 0; С2(2) = С3(2) =  

; С4(2) = 0;                                              (1.42)

С1(3) = 0; С2(3) = -С3(3) =  

; С4(3) = 0;  

С1(4) =  С2(4) = С3(4) = 0; С4(4) = 1;  

Подставляя каждое решение (1.42) в линейную комбинацию (1.26), получаем четыре волновых функции, являющихся одновременно собственными функциями оператора I2  и Iz. 

((1) = ((((;                                            

((2) = ((((;                                                                                           (1.43) 

((3) = 

 ((((( + (((();                                                                     (1.44)

((4) = 

 ((((( - (((().                                                                      (1.45)

Волновые функции (1.43), как и следовало ожидать, совпадают с (1.34) и (1.36). Для функций (1.44) - (1.45), действуя оператором  Iz, получаем:

Iz ((3) = 

Iz1 ((((( + (((() + 

Iz2 ((((( + (((() = 



( 

(((( - 

(((( - 

(((( + 

(((()  = 0.

Действуя оператором I2 , получаем: 

I2 ((3) = 

I2 ((((( + (((() = 2

 ((((( + (((() 

I2 ((3) = Iполн. (Iполн. +1)(1,0 

находим Iполн.=1. 

Аналогично для ((4):

Iz ((4) = 

Iz1 ((((( - (((() + 

Iz2 ((((( - (((() = 0;

I2 ((4) = 

I2 ((((( - (((() = 0; Iполн.=0.      

Заметим, что волновые функции (1.44) и (1.45) обладают свойствами симметричности и антисимметричности соответственно по отношению к перестановке спинов. 

В табл. 1.2 приведены собственные функции операторов I2  и Iz.

Таблица 1.2

Собственные функции операторов I2  и Iz для системы 

двух ядер со спинами I =1/2

	Функция 
	Полный спин
	Проекция полного спина
	Обозначе-ние
	Симмет-рия

	(1(=((((
	1
	1
	(1,1
	симм.

	(2(=

 ((((( + (((()
	1
	0
	(1,0
	симм.

	(3(=

 ((((( - (((()
	0
	0
	(0,0
	антисимм.

	(4(=((((
	-1
	-1
	(1,-1
	симм.


1.2.2. Пример 2. Система из двух ядер со спинами I1 = 1 и I2 = 1/2

Таблица 1.3

 Мультипликативные спиновые функции для системы из

 двух ядер со спином I1 = 1 и I2 = ½
	Функция
	Проекция полного спина

	(1(=(+((
	3/2

	(2(=(+((
	1/2

	(3(=(0((
	1/2

	(4(=(0((
	-1/2

	(5(=(-((
	-1/2

	(6(=(-((
	-3/2


Запишем волновые функции (I, m в виде линейной комбинации мультипликативных функций из табл. 3.1: 

(I, m =

                                                                                      (1.46)

Вычислим матричные элементы Iij2. 

Пользуясь (1.8) - (1.10) и (1.19) - (1.21) можно получить результат действия оператора I2 = (I1 + I2)2 на мультипликативные функции:
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                                                                    (1.47)

Заметим сразу, что функции (1(=(+(( и (6(=(-(( являются собственными функциями оператора I2 с собственным значением 15/4, что соответствует состояниям со спином Iполн.=3/2. Поэтому очевидно, что 

(3/2,3/2 = (+((; (3/2,-3/2 = (-((.                                                             (1.48)  

Из (1.47) находим матричные элементы, отличные от нуля: 

I11 = 15/4; I22 = 7/4; I23 = I32 = 

; I33 = 11/4;

I44 = 11/4; I45 = I54 = 

; I55 = 7/4; I66 = 15/4.

Вековой определитель принимает следующий вид:



         (1.49)

Он распадается на определители: по два одинаковых  1(1 и 2(2 соответственно:



                                                                                      (1.50)



;    

                             (1.51)

Раскрыв один из определителей (1.51), получим уравнение:

16(2 - 72( + 45 = 0                                                                           (1.52)

Оно имеет два корня, которые, как будет видно в дальнейшем, удобно обозначить через 

(2 = 15/4;  (3 = 3/4.

Остальные корни волнового уравнения (1.49) обозначим через 

(1 = (5 = (6 =15/4;  (4 = 3/4.

Подстановка собственных значений (i в (1.27) поочередно дает шесть наборов значений коэффициентов разложения (1.26):
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Таким образом, мы получили шесть собственных функций операторов I2 и Iz: 

(3/2,3/2 = (1( = (+((;

(3/2,1/2 = 

(2( + 

(3(= 

(+(( + 

(0((;

(1/2,1/2 = 

(2( - 

(3(= 

(+(( - 

(0((;

(1/2,-1/2 = 

(4( - 

(5(= 

(0(( - 

(-((;

(3/2,-1/2 = 

(4( + 

(5(= 

(0(( + 

(-((;

(3/2,-3/2 = (6( = (-((.

Расположим их в таблицу, аналогичную табл. 1.2.:

Таблица 1.4.

Собственные функции операторов I2 и Iz.

	Функция
	Полный спиновый 

момент
	Проекция полного

спинового момента

	(+((
	3/2
	3/2

	

(+(( + 

(0((
	3/2
	1/2

	

(+(( - 

(0((
	1/2
	1/2

	

(0(( - 

(-((
	1/2
	-1/2

	

(0(( + 

(-((
	3/2
	-1/2

	(-((
	3/2
	-3/2


1.3. Симметризованные мультипликативные спиновые функции
В эксперименте ЯМР систему ядерных спинов рассматривают как находящуюся во внешнем магнитном поле, напряженность которого постоянна во времени. Для нахождения энергетических уровней системы решают стандартное уравнение Шредингера



                                                                                         (1.53)

В конечном итоге обычно задача сводится к нахождению матричных элементов гамильтониана: 



                                                                           (1.54)

в базисе собственных функций некоторого произвольного оператора. Можно показать [2], что далеко не все матричные элементы (1.54) отличны от нуля, вследствие чего матрица гамильтониана распадается на ряд подматриц меньшей размерности. Это приводит к факторизации векового уравнения для собственных значений энергии [1].

(Hmn - (mnЕ( = 0,                                                                                (1.55)

то есть многочлен (1.55) степени n распадается на ряд сомножителей-многочленов меньшей степени.

Факторизация производится соответствующим выбором. Как показано в [2] максимальная факторизация векового уравнения (1.55) для гамильтониана вида (1.52) достигается в тех случаях, когда: 

1) матрица гамильтониана строится из линейных комбинаций мультипликативных функций, являющихся одновременно собственными функциями операторов квадрата полного момента и проекции полного спина для каждой группы магнитно-эквивалентых спинов;

2) базисные функции образуют неприводимое представление преобразования симметрии, характерной для исследуемой совокупности ядер.

О таких волновых функциях говорят как о мультипликативных функциях, симметризованных по каждой группе магнитно-эквивалентных ядер. 

Наличие в молекуле групп магнитно-эквивалентных ядер можно рассматривать как отнесение этой молекулы к определенной группе симметрии. Например, системе спинов типа AB2 следует приписать симметрию С2, системе спинов АВ3 - С3 и т.д.. Ниже, на примере системы AB2, важной для наших практических применений, будет показано, как строятся симметризованные мультипликативные функции.

Рассмотрим молекулу, принадлежащую к группе симметрии, состоящей из g элементов G. Для системы АВ2 это два элемента: единичный элемент (оператор идентичности) и ось вращения второго порядка С2. Каждый элемент G переводит функцию (k в линейную комбинацию вида:



                                                                      (1.56)

Совокупность матриц Gjk называют представлением группы. След матрицы Gjk (сумму диагональных элементов) называют характером ((G) оператора в представлении (k.

Линейное преобразование координат переводит функции (k в другие функции ((k. В общем случае линейное преобразование функций (k может привести к разделению функций ((k на такие подгруппы, что функции каждой подгруппы преобразуются оператором группы только в линейные комбинации этих же функций. Такие подгруппы функций (k образуют базис представления группы меньшей размерности. В этом случае говорят, что представление (k приводимо. Если же число преобразующихся друг через друга функций никаким линейным преобразованием не уменьшается, то представление называется неприводимым.

Мультипликативные спиновые функции (n, вообще говоря, образуют базис приводимого представления. С помощью следующего соотношения



                                                                    (1.57)

где ((()(G) -характер оператора G в (-ом неприводимом представлении,  их можно преобразовать в набор (n((), принадлежащий (-му неприводимому представлению. В приводимом представлении содержится ((() неприводимых представлений: 



                                                                 (1.58)

1.3.1. Пример 3. Трехспиновая система ядерных спинов 1/2 типа АВ2
В табл. 1.5. приведены результаты действия элементов симметрии группы С2 на мультипликативные спиновые функции. 

Таблица 1.5. 

Действие элементов группы С2 на мультипликативные функции 

системы АВ2
	Функция 
	(((((
	(((((
	(((((
	(((((
	(((((
	(((((
	(((((
	(((((

	Обозначение 
	(1(
	(2(
	(3(
	(4(
	(5(
	(6(
	(7(
	(8(

	E
	(1(
	(2(
	(3(
	(4(
	(5(
	(6(
	(7(
	(8(

	C2
	(1(
	(4(
	(3(
	(2(
	(7(
	(6(
	(5(
	(8(


Вычисляем характеры: 




Группа С2 имеет два неприводимых представления А и В с характерами, представленными в таблице 1.6. 

Таблица 1.6.

Характеры неприводимых представлений точечной группы С2
	
	E
	C2

	A
	1
	1

	B
	1
	1


Вычисляем кратности неприводимых представлений, содержащихся в мультипликативном представлении по формуле (1.58)

((А) = 1/2(8 + 4) = 6

((В) = 1/2(8 - 4) = 2.

Вычисляем действие оператора ((() на мультипликативные функции, представленные в табл. 1.5.

Для представления А: 

((А) = Е + С2; 

((А)((( = (((;                       ((А)(5( = (5(+ (7(;

((А)(2( = (2( + (4(;               ((А)(6( = (6(;

((А)(3( = (3(;                       ((А)(7( = (5(+ (7(;

((А)(4( = (2( + (4(;                ((А)(8( = (8(;

Неприводимому представлению А принадлежат следующие шесть независимых функций:

(((;  (2( + (4(;  (3(; (5(+ (7(; (6(; (8(. 

Для представления В:

((В) = Е - С2; 

((В)((( = 0;                         ((В)(5( = (5( - (7(;

((В)(2( = (2( - (4(;               ((В)(6( = (6(;

((В)(3( = 0;                         ((В)(7( = (5( - (7(;

((В)(4( = (2( - (4(;                ((В)(8( = (8(;

 Представлению В принадлежат еще две независимые функции:

(2( - (4( и (5( - (7(. 

Нормируемые симметризованные мультипликативные спиновые функции для системы ядерных спинов приведены в табл. 1.7.

Таблица 1.7.

Симметризованные по группе магнитно-эквивалентных

 спинов базисные функции для системы АВ2 

	Обоз-наче-ние 
	Функция 
	Представле-ние группы С2
	Симметрия 
	Проекция полного спина

	1
	(((((
	А
	симм.
	3/2

	2
	

((((((+((((()
	А
	симм.
	1/2

	3
	(((((
	А
	симм.
	1/2

	4
	

((((((-((((()
	В
	антисимм.
	1/2

	5
	

((((((+((((()
	В
	антисимм.
	1/2

	6
	(((((
	А
	симм.
	-1/2

	7
	

((((((+((((()
	А
	симм.
	-1/2

	8
	(((((
	А
	симм.
	-3/2


1.4. Матрица плотности

Рассмотрим некоторую систему, являющуюся частью большой системы [4]. Пусть переменная x описывает координаты рассматриваемой системы, q - координаты остальной части системы. Пусть (i(x) и Qi(q) - полные наборы волновых функций, определенных в рассматриваемой и остальной части системы соответственно. Произвольная волновая функция ((x,q) в общем виде:



                                                                 (1.59)

Выражение (1.59) получается из обычного разложения 




путем подстановки 

.

В этом случае среднее значение произвольного оператора f, действующего только на переменные рассматриваемой системы, определяется из следующего выражения: 



                                                           (1.60)

Подставим разложение (1.59) в выражение (1.60), получим:



                                  (1.61)

где 
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по определению есть матрица плотности рассматриваемой системы. Если определить оператор плотности ( с помощью соотношения



                                                                                 (1.63)

то для среднего значения оператора f  получается компактное выражение:
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Если в качестве рассматриваемой системы выбрать только совокупность ядерных спинов, а остальные переменные в молекуле отнести к координатам остальной части системы, то выражение для матрицы плотности (1.64) удобнее записать в обозначениях Дирака:



,                                                                                         (1.65)

где (i( - спиновые волновые функции.

Состояние (1.61) в этом случае можно переписать в следующем виде:
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Выражение (1.65) определяет спиновую матрицу плотности.

Понятие спиновой матрицы плотности можно ввести и более общим образом, не игнорируя наличие пространственных переменных у рассматриваемой системы. Попутно будет показано, что матрица плотности всей нашей рассматриваемой системы является прямым (кронекеровым) произведением спиновой матрицы плотности (s и матрицы, зависящей от остальных пространственных координат qM.

Вместо выражения (1.59) напишем более общее выражение 



 ,                                             (1.67)

которое получается из следующих разложений 



 ;                                                          (1.68)



 ;                                                               (1.69)
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где s - спиновая переменная, (i - спиновая функция.

Подстановка (1.70) и (1.69) в (1.68) дает (1.67).

Как обычно, для нахождения среднего значения произвольного оператора f  следует вычислить интеграл
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Подставляя разложение (1.67) в (1.71), получим 
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Поскольку нас интересуют только операторы, действующие на переменные рассматриваемой системы, то с учетом ортонормированности функций из (1.72) получаем
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В (1.73) мы для упрощения ввели дираковские обозначения. 

Определим теперь матрицу плотности всей рассматриваемой системы с помощью соотношения, аналогичного (1.62), 


[image: image14.wmf]å

×

=

k

ijk

k

j

i

j

i

ij

C

C

*

'

'

  

'

'

  

'

,

r

.                                                                          (1.74)

Тогда среднее значение оператора f запишется следующим образом 
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Матрица плотности с элементами (ij,i’j’ является прямым произведением спиновой матрицы плотности (S  и матрицы плотности (М. Чтобы убедиться в этом, нужно проверить два различных предположения: 

1) Оператор f действует только на спиновые переменные. Тогда из (1.75) получаем: 
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Последнее соотношение, с учетом нормировки элементов матриц плотности 

 приводится к виду: 
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2) Оператор f действует только на остальные переменные в рассматриваемой системе. Тогда аналогично (1.66) получаем 
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На практике для вычисления элементов спиновой матрицы плотности удобно пользоваться представлением Паули. При этом волновую функцию ( из (1.69) записываем в виде вектора-столбца



,                                                                                      (1.80)

а комплексно-сопряженную волновую функцию (* в виде вектора-строки



.                                                           (1.81)

Элементы матрицы плотности вычисляются по обычному правилу перемножения матриц:


[image: image20.wmf](

)

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

Y

Y

L

L

L

L

L

L

L

M

M

M

M

M

L

L

L

L

L

L

M

M

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

i

i

i

i

i

j

i

2

*

2

*

1

*

2

2

2

*

1

2

*

1

*

2

1

1

2

2

1

2

1

*

(1.82)

1.4.1. Пример 4. Система из двух ядер со спинами I=1/2

В общем случае состояние системы описывается посредством волновой функции вида (1.29):

( = С1 (((( + С2(((( + С3 (((( + С4 (((( ,                                          (1.83)

матрица плотности имеет следующий вид:
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                                                  (1.84)

Рассмотрим четыре возможных набора коэффициентов Сi в соответствии с результатами примера 1.

1) С1 = 1,  С2 = С3 = С4 = 0.
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2) С1 =  С4 = 0, С2 = С3 = 
[image: image23.wmf]2

1

.
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3) С1 =  С4 = 0, С2 = -С3 = -
[image: image25.wmf]2
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4) С1 =  С2 = С3 = 0, С4 = 1.
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1.4.2. Пример 5. Система, состоящая из четырех спинов I =1/2

В том случае, если мы изучаем поведение смеси из N1, N2, N3 и N4 числа частиц, находящихся в четырех соответствующих спиновых состояниях, описываемых волновыми функциями из табл. 1.2, то состояние системы можно описать матрицей плотности.
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где рi = Ni/(N1 + N2 + N3 + N4) – населенность состояния, описываемого волновой функцией с номером i. 

 Таким образом, матрица плотности имеет следующий вид:
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Вычислим среднее значение оператора I2 для такой системы. Для этого нужно матрицу оператора I2:
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умножить на матрицу (:
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,

а затем вычислить след матрицы  (I2():
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Такой результат и следовало ожидать, поскольку в состояниях 
[image: image33.wmf](
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1.4.3. Пример 6. Система из двух ядер со спинами I1 = 1 и I2 = 1/2

В этом примере нужно рассмотреть шесть возможных наборов коэффициентов Сi в соответствии с результатами примера 2. 

С1 = 1; С2 = С3 = С4 = С5 = С6 = 0:

[image: image35.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

1

r

;

2) С1 = С4 = С5 = С6 = 0; С2 = 
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; С3 = 
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3) С1 = С4 = С5 = С6 = 0; С2 = 
[image: image39.wmf]3
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4) С1 = С2 = С3 = С6 = 0; С4 = 
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5) С1 = С2 = С3 = С6 = 0; С4 = 
[image: image45.wmf]3
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; С5 = 
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6) С1 = С2 = С3 = С4 = С5 = 0; С6 = 1:


[image: image48.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

6

r

.

Матрица плотности для смеси всевозможных состояний 1-6 запишется в следующем виде:
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Вычислим среднее значение оператора I2 для этой смеси состояний. Матрица оператора I2 имеет следующий вид:
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Умножая ее на матрицу плотности, получаем матрицу-произведение:
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Вычисляем след этой матрицы: 
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Это и есть среднее значение оператора I2 для смеси состояний. 

1.4.4. Пример 7. Система трех ядер со спинами I=1/2 типа AB2
В этом случае имеется восемь различных наборов коэффициентов Ci, как показано в примере 3.

1) С1 = 1; С2 = С3 = С4 = С5 = С6 = С7 = С8 = 0:
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2) С1 =  С3 =  С5 = С6 = С7 = С8 = 0; С2 = С4 = 
[image: image54.wmf]2
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3) С1 = С2 = С4 = С5 = С6 = С7 = С8 = 0; С3 =1:
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4) С1 =  С3 =  С5 = С6 = С7 = С8 = 0; С2 = -С4 = 
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5) С1 = С2 = С3 = С4 = С6 = С8 = 0; С5 = -С7 = 
[image: image59.wmf]2
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6) С1 = С2 = С3 = С4 = С5 = С7 = С8 = 0; С6 =1:
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7) С1 = С2 = С3 = С4 = С6 = С8 = 0; С5 = С7 = 
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8) С1 = С2 = С3 = С4 = С5 = С6 =С7 = 0; С8 = 1:
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Матрица плотности “смешанного” состояния имеет вид:
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где рi – как обычно населенности состояний, описываемых  волновыми функциями из табл. 1.5.

Вычислим среднее значение оператора I2 для этого состояния. Для этого нужно найти матрицу оператора. Оператор действует на спиновые функции из табл. 1.6. При вычислениях можно для упрощения пользоваться результатами примера 1, если записывать оператор I2 следующим образом:
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Тогда после вычислений получаем 
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Теперь можно найти матрицу I2:
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Далее умножаем матрицу ( на матрицу I2:
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Среднее значение оператора I2 находим как
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Замечание: Мы вычислили среднее значение квадрата полного момента в каждом из восьми состояний, используя данные табл. 1.6. На основании вышеизложенного составим такую итоговую таблицу:

Таблица 1.8.

Полные волновые функции для системы AB2

	№
	Функция
	IA
	IB
	I2средн.
	m
	Обозна-чение
	Симметрия

	1
	(((((
	½
	1
	15/4
	3/2
	(15/4,3/2
	симм.

	2
	
[image: image72.wmf]2

1

((((((+((((()
	½
	1
	11/4
	1/2
	(11/4,1/2
	симм.

	3
	(((((
	½
	1
	7/4
	1/2
	(7/4,1/2
	симм.

	4
	
[image: image73.wmf]2

1

((((((-((((()
	½
	0
	3/4
	1/2
	(3/4,1/2
	антисимм.

	5
	
[image: image74.wmf]2

1

((((((-((((()
	½
	0
	3/4
	-1/2
	(3/4,-1/2
	антисимм.

	6
	(((((
	½
	1
	7/4
	-1/2
	(7/4,-1/2
	симм.

	7
	
[image: image75.wmf]2

1

((((((+((((()
	½
	1
	11/4
	-1/2
	(11/4,-1/2
	симм.

	8
	(((((
	½
	1
	15/4
	-3/2
	(15/4,-3/2
	симм.


Более полные данные по теории матрицы плотности можно найти в [5].

Глава 3. Применение метода спиновой матрицы плотности для описания формы линии спектров ЭПР

3.1. Квантовомеханическое описание формы линии спектра ЭПР

В применении к ЭПР спектроскопии метод спиновой матрицы плотности впервые описан Хейнзером [23, 24].

Волновую функцию (, описывающую спин-систему, можно выразить через базисный набор ортогональных функций:
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Элементы матрицы плотности определяются как
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здесь черта обозначает усреднение системы по ансамблю. В соответствии с теоремой квантовой механики [25] среднее значение физической величины, которой соответствует оператор 
[image: image78.wmf]F

ˆ

, определяется как сумма диагональных элементов матричного произведения оператора этой величины и матрицы плотности:
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 В случае явления ЭПР поперечной компоненте классической спиновой намагниченности в квантовой механике соответствует электронный спиновый оператор повышения:

S+ = Sx + iSy , (3.4)

где Sx и Sy - проекции спинового оператора электрона.

Экспериментально наблюдаемый спектр ЭПР есть мнимая часть комплексной поперечной намагниченности, поэтому исходя из уравнения (3.3) получим выражение для формы линии спектра ЭПР:

 Y(H) = Im(Sp((S+)) (3.5)

В отсутствии сверхтонкого взаимодействия (СТВ), матрица плотности имеет вид:
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Оператор повышения находится из выражения (3.4), используя матрицы Паули [1]:
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Подставляя в выражение (3.5), получим:
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При тепловом равновесии в отсутствии внешнего электромагнитного поля H1 матрица ( диагональна, и ее ненулевыми элементами являются больцмановские заселенности. Как показано в [26], присутствие поля H1 меняет коэффициенты С в выражении (3.2), поэтому элементы матрицы плотности становятся зависимыми от времени.

Одним из способов получения коэффициентов С как функции времени заключается в использовании полного гамильтониана, включающего H1 и в последующем расчете эволюции ( по уравнению Шредингера:
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Эквивалентный путь заключается в использовании выражения (3.9) для получения временной зависимости элементов матрицы плотности, которая приводит к квантовомеханическому уравнению Лиувилля[1]:
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Для учета изменения элементов матрицы плотности в результате релаксации необходимо ввести в выражение (3.10) еще один член, представляющий собой произведение ( на (

 [26]: 
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где T2 - время релаксации.

Спин-гамильтониан парамагнитной частицы в растворе при отсутствии СТВ имеет вид: 
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Здесь g - g-фактор частицы, ( - магнетон Бора, 
[image: image87.wmf]r

H

 - значение магнитной индукции в точке резонанса, 
[image: image88.wmf]1

H

 - амплитуда радиочастотного поля.

Явное выражение для коммутатора в формуле (3.11):
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Подставляя в выражение (3.11), получим:
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В условиях медленного прохождения через резонанс, выполняющихся при проведении стационарного эксперимента ЭПР полагают [26]:



; (3.14)

Как показано в [14], вклад в матрицу плотности от члена гамильтониана, ответственного за взаимодействие с внешним электромагнитным полем дает положительную или отрицательную константу:
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выбираемую в качестве масштабного множителя.

Таким образом, получим:
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Приводя к виду с действительными коэффициентами:
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(где 
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). В соответствии с (3.5) Y(H) = y, решая систему (3.17) относительно y по формуле Крамера, получим:
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Полученное выражение с точностью до масштабного множителя эквивалентно выражению для лоренцевой кривой, что показывает то, что последнюю можно рассматривать, как частный случай, реализующийся при отсутствии химического обмена в резонирующей системе.

При наличии сверхтонкого взаимодействия с ядром, имеющим спин I с константой этого взаимодействия А, спин-гамильтониан имеет вид:
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В приближении сильного поля A << g(H можно пренебречь недиагональными элементами произведения IS и спин-гамильтониан имеет вид матрицы размерностью 2(2I+1), представленную в блочном виде: 
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B = H1E (E - единичная матрица); A1 = (A2 также является диагональной матрицей с элементами 

 Hrj = Hr + (I+1) (j, (3.21)

j – значение проекции I на ось z. 

Оператор повышения имеет вид:
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где O - матрица, все элементы которой равны нулю.

На диагональ матричного произведения 
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 попадают элементы матрицы плотности 
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(N=2I+1). Каждый из них находится по уравнению, аналогичному (3.16), заменяя величину Hr на Hrj из выражения (3.21)

Таким образом, форма линии спектра ЭПР будет описываться выражением:
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 (3.22)

и представляет собой сумму лоренцевых линий, соответствующих отдельным компонентам сверхтонкой структуры.

При отсутствии химического обмена или при очень медленном обмене для описания спектра отдельной частицы можно использовать уравнение лоренцевой кривой. Преимуществом метода спиновой матрицы плотности является ее общий характер и возможность применения к системам с любым типом обмена.
3.2. Моделирование спектров ЭПР координационных соединений

3.2.1. Моделирование формы линии спектра ЭПР системы с обменом

Для многокомпонентных систем спектр ЭПР можно представить как сумму спектров отдельных частиц с учетом их мольных долей. Такой подход применим только в том случае, если в системе отсутствует обмен или обмен является медленным (в шкале ЭПР). А priori кинетические характеристики процесса комплексообразования неизвестны, поэтому имеет смысл использовать наиболее общий подход, основанный на формализме спиновой матрицы плотности. 

Рассмотрим реакцию комплексообразования:

M + L ( ML , (3.23)

где M - ион, имеющий неспаренный электрон, взаимодействующий с ядром, имеющим спиновое квантовое число I=3/2.

Если обозначить спиновые матрицы плотности состояний M и ML через ( и (L соответственно, то уравнение реакции комплексообразования (3.23) можно написать в форме:

 ( ( (L . (3.24)

Элементы матриц плотности определяют, решая систему уравнений Лиувилля:
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где второе и третье слагаемое отвечают за изменение элементов матриц плотности в процессах релаксации и химического обмена соответственно.

При выполнении условия медленного прохождения через резонанс, изменение матриц плотности ( и (L можно приравнять нулю:
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Выражение (3.24) описывает два случайных процесса, которые можно охарактеризовать временами корреляции ( и (L, являющимися средними временами жизни свободного и связанного состояний соответственно. ( и (L не являются независимыми параметрами. Используя выражение для константы равновесия реакции (3.23):



 (3.27)

из соотношения



 

 (3.28) 
можно вывести:

(L = ( K[L]. (3.29)

Концентрация [L] может быть найдена из выражения (3.27) и условий материального баланса:

Сm = [ML] + [M]; CL = [ML] +[L] (3.30)

 В итоге получим:
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В момент обмена состояние системы следует описывать матрицей плотности, представляющей собой прямое (Кронекерово) произведение матриц ( и (L. В случае реакции (3.23) сразу все резонирующие ядра переходят из одного состояния в другое, поэтому обменный оператор Р [13] принимает вид

<i( (P(k(> = (i( (k( , (3.32)

где латинские индексы относятся к свободному состоянию, а греческие - к связанному.

Чтобы найти обе матрицы плотности после обмена нужно вычислить свертки

( ( (L (Р( ( (LР);

 (3.33)

(L ( ( (Р( ( (LР) , 

где операторы ( и (L обозначают операцию усреднения по диагональным элементам молекул M и ML соответственно. Поэтому для нахождения элементов (L после обмена нужно вычислить
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Из конечного выражения можно видеть, что у матрицы (L греческие индексы заменились на латинские. При условии нормировки:

 Sp(L = Sp( = 1 (3.35)

это означает, что все элементы матрицы (L заменились на элементы матрицы (. Аналогично можно показать, что все элементы матрицы ( заменились на элементы матрицы (L:
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Таким образом, обменные вклады в изменение матриц плотности будут равны:
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 (3.37) Релаксационное поведение спиновой матрицы для гидратированного иона можно охарактеризовать временем релаксации Т2. 1/Т2 является линейной функцией ширины линии, включает в себя как уширение, связанное со временем жизни спинового состояния (T1), так и другие механизмы, которые приводят к однородному уширению (T2() [26]:

1/ Т2 = 1/ T2( + 1/(2T1). (3.38)

Для описания релаксационного поведения спиновой матрицы плотности связанного состояния следует ввести в рассмотрение некоторую релаксационную матрицу R. R является диагональной матрицей с элементами ((1/Т2(j)), где Т2(j) - параметры, характеризующие уширение j-той компоненты сверхтонкой структуры. Согласно теории Кивелсона, зависимость Т2(j) от значения проекции ядерного спина передается выражением:

1 / Т2(j) = ( + (mj + (mj2 + ( mj3 + ... (3.39)

Обычно, в силу того, что ряд ( , (, (, (, ... убывает, при моделировании формы линии спектра ЭПР достаточно трех или четырех параметров уравнения (3.39).

Спин-гамильтониан несвязанной частицы в приближении сильного поля (А << g(H) имеет вид:
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где Hr - значение магнитной индукции в точке резонанса; H1 - амплитуда постоянного радиочастотного поля; a - константа сверхтонкого взаимодействия в единицах магнитной индукции.

Для такой системы имеем набор спиновых функций:




Первая координата относится к электрону (( = 1/2, (=-1/2), вторая к ядру.

Используя соотношения [1] для ненулевых элементов операторов компонент оператора спина:


[image: image113.wmf][

]

[

]

(

)

(

)

[

]

[

]

(

)

(

)

[

]

,

 

=

 

;

1

2

i

 

=

 

-

 

=

 

;

1

2

1

 

=

 

 

=

 

 

 

1

1

-

 

 

1

1

-

 

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

S

S

S

S

S

z

y

y

x

x

+

-

+

+

-

+

-

-

s

s

s

s

 (3.41)

найдем матричные элементы операторов Sz, Sx, Iz, необходимые для нахождения спин-гамильтониана, а также Sy и S+:
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аналогично для Iz:
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 EMBED Equation.2  
;

Полный вид этих операторов:
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Спин-гамильтониан определяется:
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где ( = Hr -H, a = A/(g() ( константа сверхтонкой структуры в единицах магнитной индукции.

Наличие сверхтонкого взаимодействия можно учесть и формализуя запись спин-гамильтониана, используя прямое произведение матриц:


[image: image130.wmf]z

z

A

E

H

H

I

S

Ä

+

Ä

=

0

ˆ

. (3.42)

Здесь 
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 - спин-гамильтониан частицы в отсутствие взаимодействия с ядром, E - единичная матрица размерностью 2I+1, Sz и Iz - операторы проекции спина, соответственно для электрона и ядра не взаимодействующих с ядром друг с другом. Для нашего примера:
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 Для комплекса ML спин-гамильтониан при отсутствии дополнительного сверхтонкого взаимодействия (ДСТВ) имеет вид аналогичный спин-гамильтониану несвязанной частицы. В случае же, если лиганд ковалентно связан с центральным атомом и содержит ядро со спином Id, не равным нулю, выражение для спин-гамильтониана должно содержать член, ответственный за ДСТВ. Спин-гамильтониан с учетом дополнительного сверхтонкого взаимодействия можно построить по выше описанной методике:
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Здесь 
[image: image134.wmf]d
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 и Sz - операторы для частицы без ДСТВ, E - единичная матрица размерностью 2 Id+1, Ad - константа ДСТВ

Форма линии спектра ЭПР описывается выражением:

Y(H) = p Im (Sp(( S+)) + pL Im (Sp((L S+)), (3.44)

где p и pL - населенности состояния М и МL соответственно:
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В систему уравнений (3.25) необходимо включать лишь элементы матрицы плотности ( и (L, попадающие на диагональ их матричного произведения с оператором повышения S+ = Sx + iSy:
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На диагональ попадают члены (51, (62 , (73 и (84. Выражение (3.44) можно записать:
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При наличии дополнительного сверхтонкого взаимодействия, матрица плотности связанного состояния и оператор повышения определяются как прямое произведение соответствующих операторов на единичную матрицу. Второе слагаемое в выражении (3.47) будет иметь вид: 

, где N = (2I+1)(2Id +1).

Определим необходимые значения коммутатора матрицы плотности ( и спин-гамильтониана:
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 (3.48)

Последний член в каждом уравнении характеризует переход, обусловленный полем H1, а ((ii - (jj) представляют собой разности заселенностей [34]. При низкой напряженности поля эти разности равны между собой во всех уравнениях, и эти члены можно рассматривать как константу:

 

. (3.49)

Элементы 
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в отсутствие ДСТВ находятся аналогично.

Таким образом, подставляя найденные элементы в (3.25) с учетом (3.26), получаем систему уравнений:
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Приводя к виду с действительными коэффициентами, получим четыре системы, состоящие из четырех уравнений, отличающиеся значением j=1, 2, 3, 4:
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 определяются из уравнения (3.39). 
В случае наличия ДСТВ, система (3.50) будет содержать в (2Id +1) раз больше уравнений, но и в этом случае ее можно разбить на системы меньшей размерности для более быстрого решения.

Определяя мнимые части элементов матриц плотности, по уравнению (3.47) рассчитывается форма линии спектра. 

Построенная по (3.47) кривая представляет собой линию поглощения ЭПР. Для того чтобы иметь возможность сравнивать ее с экспериментальной кривой надо или интегрировать экспериментальный спектр, представляющий собой первую производную линии поглощения, или дифференцировать теоретическую кривую. Для простых случаев обмена не так трудно найти значения элементов матрицы плотности, необходимые для построения спектра, в аналитическом виде ( решая систему (3.51) методом Крамера и затем дифференцируя. 

3.2.2. Примеры моделирования спектров ЭПР

Таким образом, форма линии спектра ЭПР системы (3.23) зависит от параметров спин-гамильтониана иона металла и комплекса (g, gL , A, AL), релаксационных параметров (Т2, (, (, (), среднего времени жизни (, константы равновесия реакции (3.23) и исходных концентраций металла и лиганда Сm , CL.

На рисунках 3.1 - 3.6 приведены теоретические спектры системы (3.23) построенные по вышеописанной методике.

Рисунок 3.1 показывает влияние ширины линии на вид спектра частицы М в отсутствии обмена. Увеличение ширины приводит к слиянию компонент СТВ, и спектр представляет собой синглетную линию с формой, близкой к гауссовой. На рисунке 3.2 представлена зависимость спектра ЭПР от соотношения мольных долей свободного металла и комплекса, зависящих от их общих концентраций и константы равновесия реакции (3.23).

Рисунок 3.3 иллюстрирует влияние разности g-факторов частиц М и МL на вид спектров. Из рисунков 3.2 и 3.3 видно, что при малом содержании комплекса и при близких значениях g и gL , определение характеристик спин-гамильтониана комплекса из спектра затруднительно ввиду наложения сигналов. 

Влияние на форму спектра параметров ( и ( уравнения (3.39) показано на рисунке 3.4. Увеличение ( приводит к уменьшению ширины и увеличению интенсивности компонент СТВ, лежащих в высокопольной области, поэтому при наличии дополнительного СТВ, ДСТС может проявляться только на этих линиях, а на форму остальных влиять подобно неразрешенной сверхтонкой структуре (рис. 3.5). Рисунок 3.6 иллюстрирует влияние скорости обмена в системе (3.23) на вид спектра. Уменьшение среднего времени жизни приводит к увеличению ширины линии спектра, а затем и к слиянию сигналов обоих частиц.

При протекании реакции комплексообразования в спектре ЭПР изменяется ряд параметров и лишь в очень простых случаях можно ограничиться визуальным сравнением экспериментального спектра с модельным для определения характеристик частиц, участвующих в реакции. В общем случае для количественного определения характеристик процесса комплексообразования необходимо использовать итерационную процедуру.
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Рис. 3.1. Влияние времени релаксации T2 на вид спектра ЭПР. T2 = 1 (1); 2 (2) ; 5 (3) нс, а = 3,5 мТл.
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Рис. 3.2. Спектры ЭПР системы (3.23) для различных значений pL = 0,2 (1); 0,4 (2); 0,8 (3); g = 2,18; gL = 2,12; ( = 0,7(109 c-1; ( = 0,1(109 c-1; ( = 0,02 (109 c-1


[image: image149.wmf]1

2

3


Рис. 3.3. Спектры ЭПР системы M + L ( ML с различным положением сигналов M и ML: gL = 2,15 (1); 2,12 (2); 2,06 (3); ( = 0,7(109 c-1; ( = 0,1(109 c-1 ; ( = 0,02(109 c-1; K = 100; T2 = 0,9 нс; a = 5 мТл; ( =10-7 c. 
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Рис. 3.4. Зависимость спектра ЭПР системы (3.23) от параметров ( = 0,05(109 (1), 0,1(109 (2), 0,2(109(3) c-1 и ( = 0,01(109 (1), 0,02(109 (2), 0,04(109 (3) c-1; ( = 0,7(109 c-1; gL =2,12; K = 100; T2 = 0,9 нс; a = 5 мТл; ( =10-7 c. 
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Рис. 3.5. Спектры системы (3.23) при наличии ДСТВ с Id = 1; ad = 1 (1); 1,3 (2); 1,5 (3) мТл; g = 2,18; gL = 2,12; ( = 0,7(109 c-1; ( = 0,1(109 c-1; ( = 0,02 (109 c-1
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Рис. 3.6. Влияние скорости обмена на форму линии спектра ЭПР. (L = 10-7 (1); 10-8 (2); 2(10-9 (3) c; gL = 2,1; ( = 0,7(109 c-1; ( = 0,1(109 c-1 ; ( = 0,02(109 c-1; K = 100; T2 = 0,9 нс; a = 5 мТл.

3.2.3. Исследование возможностей метода анализа формы линии спектра ЭПР
Зависимость спектра ЭПР системы (3.23) от довольно большого числа независимых параметров (i может привести к вычислительным затруднением при решении обратной задачи на нахождение этих параметров путем подгонки теоретического спектра к экспериментальному.

 С целью определения возможностей метода было проведено численное исследование влияния на вид спектра изменения параметров, аналогичное проводимому ранее при изучении комплексообразования методом ЯМР [27].

Экспериментальный спектр снимается с некоторой ошибкой (. В ходе численного исследования определялось, какое изменение параметров, определяющих спектр, приводит к изменению интенсивности сигнала ЭПР на величину, превышающую (. Для этого, при заданных значениях параметров (i строится теоретический спектр, который считаем истинным (Yu(H). Затем, перебирая значения (i(, отличные от (i, находим функцию Y((H). В случае если различие между значениями Yu и Y( во всех точках спектра не превышает (, значит, наборы параметров (i и (i( неразличимы с точки зрения влияния на спектр ЭПР. Невыполнение же неравенства (Y(H) - Yu(H) (< ( свидетельствуют о том, что величины (i определяются с погрешностью, не превышающей ((i - (i()/(i .

В ходе численного исследования установлено, что g-фактор комплекса находится с точностью 0,05 % при К(10, что позволяет определить g-фактор с погрешностью не более 0,001. Точность определения константы СТС зависит от ширины линий спектра, а также от близости значений g-фактора несвязанного металла и комплекса.

 Параметры уравнения Кивелсона достаточно хорошо определяются при большом содержании комплекса, определяемом константой комплексообразования и концентрацией лиганда, точность их определения определяется их значением. Небольшие значения (, ( мало влияют на форму спектра и их определение с большой точностью невозможно.

Скорость обмена М(ML, определяемая средним временем жизни ML, находится с точностью (10% при значении (ML <10-7 с и значении (<10(9 с.

Значение константы устойчивости определяется с большой точностью при примерно равных населенностях свободного и связанного состояний, поэтому в случае малой устойчивости комплексов константа комплексообразования хорошо определяется из спектров растворов с большим избытком лиганда, а при образовании устойчивых комплексов (К>1000), исследование устойчивости целесообразно проводить для растворов с избытком несвязанной формы металла-комплексообразователя.

Точность всех определяемых параметров повышается при исследовании одновременно нескольких спектров с различным соотношением СL: СМ, и зависит от числа обрабатываемых точек в спектре.

3.3. Применение теории к многопозиционному химическому обмену

При наличии в системе химического обмена вида

M+nL ( ML +(n-1)L ( ML2 + (n-2)L ( ... (MLn , (3.52)

где М - парамагнитный ион, каждое состояние парамагнитной частицы характеризуется матрицей плотности (i. Выражение (3.52) можно записать в виде:

(0 ( (1 ( (2 ( ... ( (n . (3.53)

Форма линии спектра ЭПР будет определяться:

Y(H) = 

 , (3.54)

где pk - мольная доля k-того компонента в системе:

pk = [MLk] / Cm (3.55)

(Cm - общая концентрация иона металла-комплексообразователя).

Элементы матрицы плотности определяются из уравнений Лиувилля (3.25). Действие обменного оператора Р на матрицу плотности в случае обмена:

( k ( (m (3.56)

приводит к 

 P(kP = (m
(3.57)

 P(mP = (k 
Изменение матрицы плотности за счет обмена будет состоять из двух слагаемых, отвечающих за реакцию потери и присоединения частицей лиганда:
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где (ij - время жизни частицы в состоянии i до перехода в состояние j.

При наличии сверхтонкого взаимодействия электрона с ядром, имеющим спин I, получим систему из (n+1)(2I+1) уравнения. В случае A<<g(H система распадается на 2I+1 подсистему из n+1 уравнения:
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где N=2I+1; mj - значение проекции ядерного спина; ak - константа сверхтонкой структуры в единицах магнитной индукции; 
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 - параметры, определяющие уширение j-той компоненты СТС в спектре MLk за счет процесса релаксации. Зависимость их от j в соответствии с теорией Кивелсона передается выражением (3.39).

При составлении уравнений считалось, что влияние члена спин-гамильтониана, ответственного за взаимодействие с внешним электромагнитным полем, дает положительную или отрицательную константу, выбираемую в качестве масштабного множителя (3.49)

Таким образом, форма линии спектра ЭПР зависит от параметров спин-гамильтониана (gk, ak), релаксационных параметров ((, (, ( и т.д.), кинетических (времена жизни (ij), а также от мольных долей рk различных состояний парамагнитных частиц, которые определяются из выражений для констант устойчивости комплексов и выражений материального баланса.

Для определения мольных долей частиц, присутствующих в равновесной системе (3.52), необходимо решить систему уравнений, состоящую из выражений для ступенчатых констант устойчивости комплексов:
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 (3.60)

и условий материального баланса:

СM = [M] + [ML] + [ML2] + ... +[MLk] + ... + [MLn]

 (3.61)

CL = [L] + [ML] + 2[ML2] + ... + k[MLk] + ... n[MLn]

Решение этой системы сводится к решению одного уравнения n+1 степени, относительно равновесной концентрации [L], которое в случае n(3 решается численными методами.

Параметры (mk и (km для процесса описывающегося выражением (3.53) связаны между собой соотношением, получаемом из выражений для скорости реакций в предположении, что все реакции, протекающие в условиях равновесия, являются реакциями псевдопервого порядка:

Vmk = kmk[MLm]

(3.62)

Vkm = kkm[MLk]

Поскольку среднее время жизни для реакций первого порядка является величиной обратной константе скорости реакции [28]:

(ij = 1/kij , (3.63)

и из условий равенства скоростей Vmk = Vkm при равновесии получим



 (3.64)

[MLk] и [MLm] определяются, как описано выше исходя из значений констант равновесия реакции (3.39) и условий материального баланса.

Нахождение формы линии спектра ЭПР системы (3.39) сводится к решению системы уравнений (3.60), то есть инверсии комплексной неэрмитовой матрицы в каждой точке спектра, что требует существенных затрат машинного времени.

Систему уравнений



 (3.65)

можно записать в виде с действительными коэффициентами:

 

 (3.66)

Вектор-столбец свободных коэффициентов имеет следующую структуру: верхняя половина - коэффициенты Ск = Сgk, нижняя нули. При этом нижнюю половину вектора Х образуют мнимые части элементов вектора Z, верхнюю - действительные части.

Решать систему уравнений можно методом Гаусса или Крамера: поскольку для нахождения спектра необходимы только мнимые части элементов матриц плотности, используя метод Крамера можно определить только нижнюю часть вектора Х, что делает одинаковым число операций, необходимых для решения системы обоими методами. Кроме того, при использовании метода Крамера можно уменьшить число операций, находя определители матриц в аналитическом виде, а затем программируя (благодаря наличию нулей в матрице А и столбце свободных членов).

Преимущество метода Крамера также заключается в возможности получения зависимости интенсивности линии поглощения ЭПР от значения магнитной индукции в аналитическом виде, что дает возможность аналитического дифференцирования ее для получения кривой, аналогичной экспериментальному спектру.

Также возможно применение алгоритма Бинша, описанного в п. 2.5. При использовании этого алгоритма нет необходимости в инверсии матрицы В в каждой точке спектра, но требуется решение полной задачи на собственные значения для комплексной неэрмитовой матрицы один раз на спектр.

Применение алгоритма Бинша к моделированию спектра ЭПР целесообразно при достаточно большом числе уравнений, определяющих элементы матрицы плотности, то есть при наличии большого числа обменивающихся частиц.

Дополнительной трудностью (чисто вычислительного плана) при применении этого метода является невозможность получения зависимости Y от H в аналитическом виде и необходимость численного дифференцирования выражения, описывающего линию поглощения для получения ее первой производной для сравнения с экспериментальным спектром ЭПР.

В целом можно сделать вывод, что выбор метода решения системы модифицированных уравнений Лиувилля определяется типом системы.

На основе вышеизложенного была составлена программа расчета спектров ЭПР, с помощью которой моделируется процессы комплексообразования в системах с различного вида обменом для различных спиновых систем.

Входными параметрами являются экспериментальные спектры ЭПР для различных соотношений металл/лиганд (целесообразно увеличивать число экспериментальных спектров для более точного определения констант устойчивости комплексов) и в ходе итеративной подгонки по методу наименьших квадратов рассчитываются характеристики, определяющие форму линии спектра: g-факторы, константы сверхтонкой и дополнительной сверхтонкой структуры, релаксационные параметры, константы устойчивости комплексов, их средние времена жизни.

3.4. Изучение спектров ЭПР комплексных соединений меди(II) с органическими лигандами

Одним из наиболее простых случаев системы с комплексообразованием является водный раствор ацетата меди (II). Эта система была выбрана с целью проверки адекватности теоретической модели экспериментальным данным, а также для иллюстрации возможностей метода построения формы линии спектра ЭПР с использованием квантовомеханического формализма спиновой матрицы плотности.

В литературе [29, 30] имеется достаточно много сведений о характеристиках спектров ЭПР комплексов меди с монокарбоновыми кислотами и их строении, но при этом изучались твердые образцы или растворы комплексов в соответствующих кислотах. Изучение водных растворов ацетата меди дает возможность определить параметры, учитывающие протекание реакции обмена лигандов (ацетат-ионов) и молекул воды.

Спектр ЭПР водного раствора ацетата меди (рис. 3.7) существенно отличается от спектров сульфата или нитрата меди (рис. 3.8), снятых в тех же условиях. Слаборазрешенная сверхтонкая структура указывает на наличие в спектре линий от комплексных частиц [СuCH3COO]+ и [Cu(CH3COO)2], присутствующих в растворе наряду с гидратированными ионами меди. Исходя из данных по константам устойчивости этих комплексов [31], мольные доли компонентов составляют 4,96; 42,12; 52,92 % соответственно для аквакомплекса, моно- и бисацетатных комплексов и отнести сигнал ЭПР к какому-либо из указанных соединений невозможно. 

Представляя равновесие:

Сu2++2CH3COO( ([CuCH3COO]++CH3COO (([Cu(CH3COO)2] (3.67)

в виде: 

(0((1((2 (3.68)

(где (0, (1, (2, - спиновые матрицы плотности соответствующие состояниям Cu2+ , [CuCH3COO]+ , [Cu(CH3COO)2] соответственно) получим систему модифицированных уравнений Лиувилля для случая медленного прохождения через резонанс:

 

 (3.69)

Форма линии спектра ЭПР будет определяться выражением:

Y(H) = Im (p0Sp((0+S+) + p1Sp((1S+) + p2Sp((2+S+)) (3.70)
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Рис. 3.7. Экспериментальный (1) и теоретический (2) спектры 0,02 М раствора ацетата меди(II).

Между входящими в выражение (3.69) величинами (ij, представляющими средние времена жизни частицы в состоянии i до перехода в состояние j можно установить связь, полагая, что в условиях равновесия все протекающие реакции образования и распада комплексов можно считать реакциями псевдопервого порядка. В этом случае константа скорости реакции обратна среднему времени жизни.

Для уравнений скоростей протекающих в системе (3.67) реакций имеем:

V01 = k 01[Cu2+] = [Cu2+] / (01
V10 = k 10[CuCH3COO+] = [CuCH3COO+] / (10 (3.71)

V12 = k 12[CuCH3COO+] = [CuCH3COO+] / (12
V21 = k21 [Cu(CH3COO)2] = [Cu(CH3COO)2] / (21
Используя соотношения 

V01 = V10 

V21 = V12 
выполняемые в условиях равновесия получим:
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 (3.72)

Равновесные концентрации веществ участвующих в реакции (3.67) определяются из выражений для констант равновесия:
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(3.73)


[image: image161.wmf](

)

[

]

[

]

[

]

2

2

3

3

3

K

 

=

 

Cu

CH

COO

CuCH

COO

CH

COO

+

-

 

и условий материального баланса 

СM = [Cu2+] +[CuCH3COO+] + [Cu(CH3COO)2]

(3.74)

CL = [СH3COO(] + [CuCH3COO+] + 2[Cu(CH3COO)2]

Для определения параметров спектра гидратированного иона меди был снят спектр Сu(NO3)2 c концентрацией ионов меди равной концентрации несвязанных ионов меди в растворе ацетата.

Константа СТВ и ширина отдельных компонент СТС подбирались таким образом, чтобы разница между экспериментальным спектром и спектром, построенным как сумма лоренцевых линий, была минимальна. На рис. 3.8 приведены экспериментальный и теоретический спектры Cu(NO3)2 (CM =0,01 моль/л).

При этом процедура итеративной подгонки проводилась по критерию минимизации среднеквадратичной ошибки:
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Здесь YiТ (H) - значение интенсивности в i-той точке теоретического спектра; YiЭ (H) - для экспериментального спектра; n- число точек спектра, подвергаемых обработке.

Для возможного сравнения оба спектра нормируются по условию
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Определенные таким образом параметры g0 =2,188, А=3,5 мТл, 
Т2 =9,1*10-10 с были использованы при моделировании спектра системы с равновесием (3.67). Константы равновесия К1 и К2 были взяты из справочника [39] и пересчитаны с учетом ионной силой раствора. Варьировались только параметры спин-гамильтониана g1, g2, А1, А2; параметры уравнения Кивелсона (3.39) определяющие элементы релаксационных матриц R1 и R2 и средние времена жизни (10 и (21 . Для более точного определения параметров одновременно обсчитывалось несколько спектров растворов с различными соотношениями концентраций иона меди и ацетат-ионов (рис. 3.9). 

В таблице 3.1 приведены значения, полученные в ходе итеративной подгонки. Значение абсолютной ошибки для данного набора не превышает 5*10-4 для каждого из обсчитываемых спектров.

Значения g-фактора в ряду Cu2+ , [CuCH3COO]+ , [Cu(CH3COO)2] уменьшаются, что соответствует правилу аддитивности [32]. Средние времена жизни имеют значения, лежащие в области промежуточных в шкале времени ЭПР скоростей обмена, и обменное уширение сказывается на виде спектра. Комплекс [Cu(CH3COO)2] кинетически более устойчив, что можно объяснить стерическими затруднениями при замещении молекулами воды ацетат-иона при ассоциативном механизме реакции обмена лигандов.

Погрешность в определении параметров, указанных в таблице 3.1. определялась с учетом возможной экспериментальной ошибки в определении сигнала ЭПР 2 % и рассчитывалась, как описано в п. 3.2.3.


[image: image164.wmf]1

2


Рис. 3.8. Экспериментальный (1) и теоретический (2) спектры водного раствора Cu(NO3)2.

Таблица 3.1.

 Характеристики ацетатных комплексов меди (II), определенные из спектров ЭПР.

	Комплекс
	g
	А, МГц
	-lg(
	(,

108 1/c
	(,

108 1/c
	(,

108 1/c

	[CuCH3COO]+ 
	2,186(
0,001
	130(2
	7,8(0,2
	8,7(0,1
	0,71(
0,02
	0,02(
0,005

	[Cu(CH3COO)2]
	2,178(
0,001
	117(2
	7,0(0,2
	8,0(0,1
	0,87(
0,02
	0,02(
0,005
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Рис. 3.9. Спектры ЭПР системы ацетат меди - ацетат натрия с соотношением СCu2+: CCH3COO- = 2 (1), 4 (2), 10 (3).
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